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ОПИСАНИЕ СВОБОДНОЙ КВАНтОВО-мЕХАНИЧЕСКОЙ ЧАСтИЦЫ 
В ПРОСтРАНСтВЕ ЛОБАЧЕВСКОГО НА ОСНОВЕ ИНтЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
Аннотация. Квантово-механическая задача о движении свободной частицы в трехмерном пространстве 
лобачевского интерпретируется как рассеяние пространством. Квантовый случай рассматривается на основе ин-
тегрального уравнения, выведенного из уравнения Шредингера. Работа продолжает рассмотренную в [1] задачу, 
исследованную в рамках классической механики и на основе решения уравнения Шредингера в квазидекартовых 
координатах. В предлагаемом исследовании также используется квазидекартова система координат, однако после 
разделения переменных для движения вдоль оси симметрии орисферы, совпадающей с осью z, выводится интеграль-
ное уравнение. Устанавливается связь амплитуды рассеяния с аналитическими функциями. Метод последователь-
ных приближений и конечно-разностный метод решения полученного уравнения предлагаются. 
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DESCRIPTION OF A FREE QUANTUM-MECHANICAL PARTICLE  
IN THE LOBACHEVSKY SPACE BASED ON THE INTEGRAL EQUATION
Abstract. The quantum mechanical problem of the motion of a free particle in the three-dimensional Lobachevsky space is 
interpreted as space scattering. The quantum case is considered on the basis of the integral equation derived from the 
Schrödinger equation. The work continues the problem considered in [1] studied within the framework of classical mechanics 
and on the basis of solving the Schrödinger equation in quasi-Cartesian coordinates. The proposed article also uses a quasi-Car-
tesian coordinate system; however after the separation of variables, the integral equation is derived for the motion along the 
axis of symmetry horosphere axis coinciding with the z axis. The relationship between the scattering amplitude and the analy-
tical functions is established. The iteration method and finite differences for solution of the integral equation are proposed. 
Keywords: Lobachevsky space, horosphere, coordinates, Schrödinger equation, scattering, scattering amplitude, analy-
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Введение. В работе [1] движение классической и квантово-механической свободной частицы 
в трехмерном пространстве лобачевского интерпретировалось как рассеяние самим простран-
ством. При этом решение квантово-механической задачи основывалось на точном решении урав-
нения Шредингера в конфигурационном пространстве в квазидекартовых координатах, суще-
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ственно связанных с орисферами [2]. Ниже та же квантово-механическая задача будет решена 
с помощью обычного Фурье-преобразования исходного уравнения.
Отметим, что чаще всего под преобразованием Фурье в пространстве лобачевского пони-
мают преобразование Шапиро [3] или преобразование Гельфанда – Граева [4], что, фактически, 
одно и то же (см. также [5]). Нами будет использовано обычное преобразование Фурье, что при-
водит в конечном итоге к формулировке одномерного интегрального уравнения для составля-
ющей импульса вдоль оси симметрии орисферы после разделения переменных. Учитывая зна-
чительное удобство использования интегральных уравнений в теории рассеяния, таких как, 
например, уравнение липпмана – Швингера (см. напр. [6]), уравнение логунова – тавхелидзе – 
Кадышевского [7] и других, особое внимание уделим анализу движения частицы в пространстве 
лобачевского на основе полученного ниже интегрального уравнения. 
Отметим также, что задача о распространении электромагнитных волн и частиц рассматри-
валась в работах [8–10], в которых был установлен эффект «зеркала» – отражения волн и частиц 
при определенных условиях распространения. Эффект объясняется тем, что в направлении рас-
пространения волн (частиц) пространство имитирует неоднородную среду, тормозящую их рас-
пространение и в конечном итоге приводящее к остановке и отражению волн.
Квантово-механическая задача. Вывод интегрального уравнения. Рассмотрим движение 
свободной квантово-механической частицы в трехмерном пространстве лобачевского как рассе-
яние. Для этого, стартуя от уравнения Шредингера в казидекартовых координатах на орисфере, 
сформулируем задачу для интегрального уравнения.
Уравнение Шредингера в квазидекартовых координатах трехмерного пространства лоба-
чевского, задаваемых бесконечно малым интервалом 
 
2 2 2 2 2 2[ ( ) ]zdl e dx dy dz−= ρ + + ,  (1)
имеет вид
 
,i H
t
    
(2)
где гамильтониан равен 
 
2 2 2
2 2 2
2 2 2e e e .2
z z zH
z zm x y
−  ∂ ∂ ∂ ∂= − + +    ∂ ∂ρ ∂ ∂   

 
(3)
Будем рассматривать стационарную задачу на собственные значения для гамильтониана (3)
 ,H EΨ = Ψ  (4)
которая, с учетом явного вида гамильтониана (3), может быть представлена как
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Задача (4) с гамильтонианом (3) допускает разделение переменных
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Здесь введены обозначения ( , , ) ( , ) ( ).r z r w zΨ ϕ = χ ϕ
Уравнение (7) для наших целей удобно представить в следующем виде:
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или в результате стандартного преобразования после исключения первой производной 
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Далее, совершив Фурье-преобразование 
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Уравнение (10) позволяет проанализировать условия возникновения связанных состоя-
ний (существования дискретного спектра) в расширенном пространстве лобачевского, а так-
же описать рассеяние под действием эффективного потенциала, возникающего в пространстве 
лобачевского, понимаемого как изменение p
z
. Зависимость 2 2 2zzp k k e⊥= −  от z следует, 
в частности, из решения уравнения Гамильтона – Якоби, приведенного в [1]. 
Для случая рассеяния уравнение (10) примет вид
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Анализ интегрального уравнения и его решения. Как известно, связанные состояния опре-
деляются полюсами волновой функции в комплексной плоскости значений p
z
, соответствующих 
отрицательным значениям энергии. В данном случае предынтегральное выражение во втором 
слагаемом формулы (11) определяет функцию Грина уравнения (9), из него видно, что имеет ме-
сто полюс при значениях энергии
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Из выражения (12) видно, что E может принимать отрицательные значения только в про-
странстве положительной кривизны, что реализуемо лишь в мнимом пространстве лобачевского 
(в трехмерном пространстве Де-Ситтера). 
Развиваемый подход применим к описанию движения квантво-механической частицы 
в данном пространстве при аналогичных начальных условиях. Достаточно в (1) произвести за-
мену 2 2.ρ → −ρ  Использование других методов подтверждает наличие дискретной части спек-
тра состояний в мнимом пространстве лобачевского несмотря на некомпактность данного про-
странства.
Задачу рассеяния, используя уравнение (11), будем решать методом итераций. Для этого под-
ставим исходную плоскую волну ( ),zpd − κ  соответствующую нулевому приближению во вто-
рое слагаемое, и получим первое (борновское) приближение 
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Отметим, что здесь κ – модуль волнового вектора плоской волны, удовлетворяющей уравне-
нию (9) без правой части, падающей из бесконечности. Принимаем – данный волновой вектор κ 
направлен вдоль оси z пучка классической задачи. Матричный элемент амплитуды рассеяния 
в выражении (13) равен
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Последующие итерации дают нулевой вклад. 
Аналитическое представление амплитуды рассеяния. Как известно [11], для функции, 
удовлетворяющей условию квадратичной интегрируемости на всей числовой оси 
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∞
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имеет место аналитическое представление 
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Тогда интеграл в выражении (10), очевидно, является частным случаем интеграла (15), а со-
ответствующая аналитическая функция в данном случае имеет постоянное (фиксированное) 
значение мнимой части аргумента, т. е. Im 2 .z i=  С учетом сказанного уравнение (10) принима-
ет вид
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Выражение (16) удобно решать, используя конечные разности. Действительно, примем pz = 0, 
тогда получим 
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Будем считать (0)ϕ  заданным граничным значением и будем сдвигать действительную часть 
аргумента на малую конечную величину δ, δ  1. Далее рассмотрим следующий шаг, когда 
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разлагая ( 2 )f iδ + в ряд Тейлора, по δ с учетом соотношений Коши – римана получим, что
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Продолжая итерации, легко убедиться, что
      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2019. T. 55, № 3. С. 319–324 323
 
2
2 2 2
2
( ) (2 ),
ikn f i
n k
⊥πϕ δ =
− δ −

 
(18)
где n – целое число, номер итерации. Заменив в (18) f(2i), согласно формуле (17) окончательно 
получим
2
2 2 2
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ϕ δ = ϕ
δ +
 
Таким образом, рассмотрена квантово-механическая задача о движении свободной частицы 
в трехмерном пространстве Лобачевского, интерпретируемом как рассеяние. Задача исследуется 
на основе интегрального уравнения, выведенного из уравнения Шредингера. Работа продолжа-
ет начатое в [1] исследование, однако, в отличие от него, в данном варианте после разделения 
переменных для движения вдоль оси симметрии орисферы, совпадающей с осью z, выводится 
интегральное уравнение. Устанавливается связь амплитуды рассеяния с аналитическими функ-
циями. Рассмотрены два метода решения выведенного уравнения: метод последовательных при-
ближений и конечно-разностный метод. Предлагаемый подход планируется использовать в фи-
зике частиц и космологии.
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